Matematici speciale( pentru ingineri )

SERII COMPLEXE

A. Seria Laurent. Aceasta teorie este necesara pentru pregatirea teoremei
reziduurilor

1. Preliminarii. Tn acest paragraf ne punem de acord cu

terminologia.

Convergenta absoluta a seriei

) ©
Zzn <> convergenta seriel zl|2n |
n=1 n=!

o0

o8]
Daca Zzn este convergenta si seria Z|Zn| nu este convergentd atunci
=1 n=

o0

spunem ci seria Zzn este semiconvergentd.
n=1

Observatie. Cu criteriul lui Cauchy se observa ca orice serie absolut
convergenta este convergenta (sau criteriul comparatiei.).

Fie (u, (@), u,:E>CEcC
Notdm E_={ze E/(un(z))n “ este sir convergent. E. se numeste

mulfimea de convergenta a sirului de functii.

In general, rapiditatea de convergenti in E . diferd de la un punct la
altul.

In cazul in care rapiditatea este aceeasi, adica

(V)e>0,(I)N(e) astfel incat (V)zeE, si (V)n=N(e)

|un (2)- u(z)| <& spunem ca U, converge uniform la u.
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Scriem u, ——u.

Cealaltd convergenta este convergentd simpld si notam U —% 0
n

Daca S (z) = I(Z:uk(z) $1 S,(z) > S(z) spunem ca seria de functii este
=1

convergentd. S(z)-S,(z)=R(z) se numeste restul seriei si pe E_,
R,(2)—0.
Dam fard demonstratie urmatoarea

u
Teorema. Dacd U, sunt functii continue pe E si S, —S pe E atunci

(i) suma seriei S este continua pe E.

o0
(i) daca arcul ABcE atunci seria ZIABUH este convergentd si
=1

o0 o0
ZIABUH - .[ABZU"
n=1 n=1

O serie de puteri sau serie intreagi este o serie de forma
0
n
dc,(z-a)" cu c,azeC
n=0

Forma domeniului de convergenta a seriei de puteri se deduce din:

o0

Teorema lui Abel; Daca seria Z:ann este convergentd in z si
n=1

divergenta In z,, atunci ea este convergentd in interiorul cercului |Z| < |ZO| si

divergentd in domeniul |z| > |Zl|.
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Demonstratie. Vom nota R =sup|z| si numim raza de convergenta a
zeE
c

seriei de puteri.

Conform teoremei lui Abel seria de puteri este convergentd in interiorul
cercului de convergenta (cercul de raza R) si divergenta in exterior. Pe cerc, in
unele puncte avem convergenta in altele divergenta.

Pentru calculul razei de convergentd este suficient sd deducem marginea
superioara a punctelor de convergentd de pe semiaxa reala pozitiva R, adica sa

0

calculam raza de convergenta a seriei Z:|Cn|xn ,X eR, care stim de la seriile
n=0

de puteri reale ca este:

Cn+1

R=l unde | = lim
| c,

n—o

. ¢, #0 sau lim supfc, |
N—o0

B. Seria Taylor.

Fie f o functie olomorfa intr-un domeniu D si C(p,a) < D, cercul de

centru a gi de raza p .

Teorema. Oricare ar fizcu [z—a|=r<p,

t@)=f@+ 2@+ + C @) 4R ()
1 n!

(numita formula lui Taylor a functiei f(z) in punctul z = a).

Demonstratie. Din formula integrald a lui Cauchy,

_ 1 f)y,
@)= 2 §cu—z .

oricarear fizcu [z—a|=r<p=|u—al.
C. Seria Laurent.

Fie f(z) o functie olomorfa intr-un domeniu multiplu conex D si o
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coroand circulara A cu centrul Tn a, A: p, < |z—a < p, avand frontiera
formata din cercurile T, si T, , de ecuatii [u—a|=p,, [u—a|=p,.

Vom presupune ca A, T3, I, sunt continute in D, si f(2) nu este olomorfa
in interiorul cercului T;.
Cautam pentru f(z) o dezvoltare in serie, in care vor exista §i puteri negative ale
lui z-a, valabila in coroana circulard A.
Conform formulei lui Cauchy referitoare la domenii multiplu conexe, pe A
avem:

_ L fuy, LCV
f@) 2n|-[Fu z 2n|-[2u z

Pentru integrala pe T

1, unde avem: |z—a|<|u—a|, dezvoltarea in serie

geometricd a lui

decurge ca in cazul seriei Taylor, deci vom obtine si
u-z

aici:

ij f(u)du CotCi(z—a)+..+c (z— a)" +

2miL u-z
cu expresii analoage pentru coeficienti
R I f(u)du
N oni T, (u_a)n+1

valorile ¢ neexprimandu-se cu ajutorul derivatelor, deoarece f(z) nu este

olomorfa 1n interiorul cercului I’ 1

0

Observatie. (V)z e A,f(z) = ZCn (z—a)" serie care se numeste seria

N=—o0

Laurent a functiei f(z) relativa la coroana A de centruz =a.
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Partea formatd cu puterile negative se numeste partea principald a seriei

Laurent, iar cea de-a doua, partea intreagd sau partea tayloriana.

Puncte singulare

Clasificarea punctelor singulare izolare in functie de diferite “forme”

ale seriei Laurent.

a) Daca seria Laurent nu contine decat partea tayloriana, deci a, =0

pentru n=-1,-2,..., atunci existd lim f(z)=c, si singularitatea nu provine
Z—>Z
0

decat din faptul ca valoarea lui fin z, este diferita de C;, .

Tn acest caz singularitatea in z, se poate Inlatura, modificand valoarea
lui fin z, luand

f(zy) = lim f(2).
77,

Din acest motiv 0 numim singularitate inliturabila.

b) Dacd partea principald contine p termeni, z, este pol de ordine p.

¢) Cand partea principala are o infinitate de termeni, punctul z, se

numeste punct singular esential.

Serii importante: Seria geometrici.

1
1+2+2°+.. 42" +..=—— cuR=1 (1)
1-z
Functiile 7, sin z, cos z, au urmdtoarele serii:
2 n
Z zZ z
e’=l+—+—+..+—+.. CUR=®
a2 n!
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iz —iz 3 5 7

. = Z Z Z V4
sinz=——— =22 42 _°Z 4
2i r 3 5 7
* 220+
Z(—l)n cu R=w
= (2n+1)
iz+e—iz Z2 Z4 26
cosz=—— =1-" 42 _Z 4 =
2 20 4 @l

cu R=w

0 2n
z
1"
2V Gy
Seria binomiald: Pentru |z <1 avem dezvoltarea

1+z2) =1+%z +—7M(7M_1) 22+ + M=) z"

2! n!

+.. unde A eR.

Dacda A € Z atunci egalitatea are loc.
Daca A este fractionar sai irational, atunci membrul intai este o functie
multiforma, iar suma seriei din partea dreapta este o functie uniforma.
Egalitatea va avea loc daca 1n partea stdnga luam determinarea care se reduce la

1 pentruz =0.

Aplicatii:

1. Determinati raza de convergenta a seriei

0

>
L2

=

si studiati comportarea seriei pe cercul de convergenta.
. Lo|a,+ . 1 .
R :Daca | = lim =1 atunci R == =1. Seria este absolut
n—owof g |
n

convergentd in domeniul |Z| <1l

Pe cercul de convergenta z =c0s0+isin® , seria devine

6
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=\ ( cos ke sm ko
Z k2
k=1

=~ cosko isin ko

2 k2

Cu criteriul comparatiei, seriile:
k1 K k=1

sunt convergente

cosko
k2

1

sinko
<P —

deoarece
k2

— sl seria armonicd este convergenta.

Deci seria converge pe |z <1.

2. Aflati razele de convergenta ale seriilor:

2.1. z" R: 2
Z (2n +1)

n=0 @3n)

2.3. Z(ulj z" R:L
n=0 n €
e 1

2.4, Zsm inz R: =
n=1 e

2.5. ZSinnaz", cuU a=a+ib, R:eP

o0

3.Daca ¢, eR,c, \ 0 si raza de convergenta a seriei este 1, atunci chzn
n=0

este convergenta pe cercul |z| =1, exceptie ar putea sa faca z =1 (Rezultatul i

apartine lui Picard).
n

Solutie: Sa ardtam cad S_(z) = chzk este sir Cauchy.
k=0

7
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n+p-1
_ n+l k+1 n+p+1
(2-1S,,,@=S,@ =, 2"+ D (e, —c, , f " ve, 2
k=n+1
1 iy k+1 1
n+ + n+p+
2-1s,.,@-5,@|<C, "+ D (c, -C, )" +C, 1
k=n+1
Cum |z] =1,z #1, deducem ca
n+p-1

1 2C
Sn+p(z)_sn(z)‘S|2T Cn+1+ Z(Ck_ck+1)+cn+P =_n+1_)0

]'I k=n+1 |Z _]'I

4. Determinati multimea de convergenta pentru urmatoarele serii:

© _n
4.1, 1+Z:Z—3 R:|l7=1 (inclusivz=1)
n=1 n

4.2. n+1z”

R:|z|=1 (inclusivz=1)
=0 n?+1 | |

© ,n
13.1+ > & R:|z=1\{z=1}
n=1 N

© 3
44, 1+ZZT R:|z=1\{z=1}
=1

Indicatie:

Metoda I, cu rezultatul Picard.

Metoda a I1-a. Studiem seriile obtinute scriind
Z=c0s0+isin,

deci
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0 0 .
cosn® .~ sinnod
2>
n n

n=1 n=1

5. Aratati ca:

51. f
(@)= an o 2)2

n+l

52. f,(z) = Zn n_2d+2)

n+1 2)3
* z2n+1
53. f,(2) = Z 1In1L pe domeniul {z|z| <1}

R: Cele trei serii fiind uniform convergente de domeniul |z| <1, sunt

valabile teoremele de derivare si integrare termen cu termen.

’

1
5.1. J.fl(z)dz=é+C:>fl(z) =(é) -

-2y

52.f,(z) = zan n-1

f.(z >
j () z= c+zan”’1:C+ z >
n=1 (l—Z)

1+z

Ta-2f

53. f'(2) =

f,(2)

2

6. Scrieti seriile Taylor in jurul punctelor indicate :

Z+3
6.1. f(2) =———, z=4
(@) 72 -8z+15
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6.2. f(2) = 2%, 720, z=i
z-2
1

6.3. f(z) =1+ z); ,2=0

722 +4z+1

_ 53

6.4. f(2)= ,
@) 22 -27224+7+2

z=0,z=41, z=2

6.5. f(z) =sin——, z=1
z-1

Solutii:

6.1. Cu substitutia z—4 = u, pentru |u| <1 avem

u+7

f(z)=f = 7 =—(u+7 . R=1
@ =T 0@) = 5= =T Z =T
1
6.2.a)f(z)=1+z_2_1—— =——22n+1,
2

b)
f2)=1+—t —14 1 .1

z—i+i-2 i-2 14271

10
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Am tinut cont de faptul ca

2 3
n+z)=2-2 42 1 =1+l l2y
1 2 3 1 2!
6.4, f(z)=— L 1

1-z 2+z 1+z
Tn discursul |z] <1, din
1 ., 1 <, snon 1 1w n(zj”
= =3z = =Nz = =N £
1-z nzz(; 1+z nzz(;( ) 2+z2 2;( ) 2

obtinem:

1
f(z) = Z(l S nzl Jz
Pentru dezvoltarea n jurul lui z = -1 avem:

1 1 1 1
f(z)==- + -
2 7+l 14(z+1) 1+z
2

. 1 .
Daca |Z+]] <1 atunci |—| <1 siavem:

n

1 (z+1 -
= E E z+1 1 deci
z+1 n—O( 2 j 1+(z+1) Py D@D 5

1 3 3 15
f(z )_—F+E—Z(z+1) (z+1) ——6(z+1)

Pentru dezvoltarea in jurul lui z =1 avem:

f(2)=-—

1 1 1 1
213, 2-1 2 21
3 2

Dacd |z—1<1 atunci ¥<L ¥<1 si deci

11
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Pentru dezvoltarea in jurul lui z=2, pentru [z—2| <1 avem

-Si

se dezvolta corespunzitor si avem:

6.5. sini = sin(1+ i) = sinlcosi +coslsin i

z-1 z-1 z-1 z-1

Din faptul ca:

obtinem:

7. Fie

Dezvoltati dupa puterile lui z in domeniile:

7.1 |7<2

7.2.2<|7 <3
12
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7.3.17>3
Solutie: Descompunand in fractii simple, avem

1 1
f(z)=——+—
@ z+2 z-3

si pe fiecare din cele trei domenii, folosim dezvoltarea 1n serie geometrica:

i:1+q+q2 +ot,
1-q

convergentd pentru |q| <1
Obtinem astfel seria Taylor

1 1 - .
Q=3 —>-— =HZ(2M W}

1+— 1-
2

daci g <1, deci |z| < 2; seria Laurent

1 1 1
f(z):;—2+;- Z(( 2)" +3") e
il = 1—7 n=0
z z
daca |Z| >3.
8. Sa se gaseasca pe domeniile circulare |Z|<1, 1<|Z| <2, |Z|>2 seriile de

puteri in z ale functiei

722 -3z+2
22 -2724+7-2

f(z) =

Solutie: f(z) ale polii z=2,z=+i.

13
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daci |7 <1.

dacd |z >1. Tinand seama de aceste dezvoltdri, obtinem trei dezvoltari diferite

daci |z < 2

dacd |7|>2

ale lui f corespunzatoare celor trei domenii.
9. Sa se gaseasca dezvoltarile in jurul punctului z = oo ale functiilor

1
5__2

9.1. f(2) =

215
9.2. f(2)=
@) 22 +1iz4 ~16)

14
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93. f(z)=a,+a,;z+..+a z"

9.4, f(z)=z3sin3
YA

9.5. f(z)=In 22
z-b

2z
9.6. f(z) =z
si sd se indice natura acestui punct, t{indnd seama de forma dezvoltarii.

Solutie: A dezvolta functia f(z) in jurul lui z=oc0, inseamna a gasi o
serie de puteri ale lui z ale acestei functii, convergenta in exteriorul unui cerc de
raza arbitrar de mare. Daca aceasta serie contine:

a) numai puteri negative, z =00 este punct arbitrar b) punct singular in

caz contrar

b) pol daca numarul termenilor cu puteri pozitive este finit

C) punct singular esential izolat in caz contrar (dacd numarul termenilor

de puteri pozitive este finit)

1 1 . .
9.1. f(2) :—2~3—1 (care s-ar dezvolta pentru |z| <1. Dar noi avem nevoie de
A A

dezvoltare in jurul lui z=o0 deci pentru |z|>1. De aceea vom scrie in

continuare astfel).

= 1
= E |zl >1.
&= Z5+3n | |

Z = oo este punct ordinar.

15
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<1—>|z|>2 z =00 este pol simplu.
z

93. f(z)=a,+az+..+ anzn coincide potrivit definitiei cu dezvoltarea sa in

jurul lui z=co care este polinom de ordinul n.

94._

z = oo este pol de ordinul doi.

9.5. Dezvoltam in jurul lui z =0 derivata functiei f(z).

pentru |z > max([a], |b] ) Revenind la functia initiala obtinem:

lim f(z) = lim In 2=2 —i2kn=C

Pt 250 7-—Dp

Cum

Z_
In—=
7Z—

> max (|al, |b|)

16



Matematici speciale( pentru ingineri )

si z=o0 este punct ordinar.

9.6.
22 2 gt 1
ez+l —pl+z — ¢ ( Z+22 23+ ) —
=ez(1+z(—l+i—l+...)+i(—£+i—...)2+...)
1z 72 3 200 z 72

pentru |z >1. Deci z =ooeste punct ordinar.
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